
第２７卷 第１１期
２０１２年 １１月

航空动力学报

Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ａｅｒｏｓｐａｃｅ　Ｐｏｗｅｒ
Ｖｏｌ．２７ Ｎｏ．１１


Ｎｏｖ．２０１２

文章编号：１０００－８０５５（２０１２）１１－２６２９－０６

小轮双向修形参数对面齿轮副啮合性能的影响
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摘　　　要：提出了面齿轮传动副小轮双向修形方法，推导了修形小轮及面齿轮齿面方程，建立了考虑安装

误差的传动啮合方程，研究了局部共轭面齿轮副的啮合特性．算例分析表明：通过对小轮双向修形，可以获得

开口向下的抛物线传动误差，改变双向修形参数值能控制接触路径的走向和传动误差的幅值．该方法能实现

对面齿轮副局部共轭啮合特性的预控，对避免面齿轮副传动的边缘接触，抑制其啮合振动、噪声具有重要的

理论意义．
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　　由于面齿轮传动在分流－汇流方面表现出的
潜在优势，使之在航空动力传输领域具有广阔的
应用前景［１－４］．理想的面齿轮传动是局部共轭齿轮

副（点接触）［５］，这是因为完全共轭（线接触）面齿
轮副对加工、安装误差十分敏感［６］．Ｌｉｔｖｉｎ等［７－８］

提出通过小轮和大轮产形轮（插齿刀）齿数差实现
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了点接触面齿轮传动，但由于接触路径垂直于面
齿轮齿面根锥，容易产生边缘接触．沈云波、赵宁
等对面齿轮副齿廓方向进行了修形，使面齿轮副
获得了准共轭特性，可以得到倾斜的接触路径，但
对安装误差同样敏感［９－１０］．本文对面齿轮副的小
轮做了双向（齿廓和齿向）修形［１１］，且大轮产形轮
和小轮无齿数差，来实现面齿轮点接触，得到局部
共轭面齿轮副．这种修形方法能获得抛物线型的
几何传动误差函数；能实现对面齿轮副局部共轭
啮合特性的预控，抑制面齿轮副的边缘接触，啮合
振动、噪声；可降低接触印痕对安装误差的敏感
性，进一步改善面齿轮副传动啮合性能．

１　局部共轭面齿轮副齿面方程的推导

１．１　齿条齿面方程

齿廓方向抛物线修形齿条刀具能实现小轮齿

廓修形，而大轮产形轮则由直齿条展成．Ａ，Ａ１ 分
别表示直齿条和齿廓修形齿条，如图１所示，Ｓｔ，

Ｓｒｉ（ｉ＝ｓ，ｐ，ｓ和ｐ分别代表产形轮和小轮）为齿
条坐标系，ａｄ为齿条压力角，ｕ０ 为齿廓修形抛物
线顶点位置参数；ａｉ（ｉ＝１）为齿廓修形抛物线系
数，要实现小轮齿廓方向鼓形，故其值取负值．

图１　齿条齿廓

Ｆｉｇ．１　Ｒａｃｋ－ｃｕｔｔｅｒ　ｐｒｏｆｉｌｅ

齿条齿面方程和齿面单位法矢为

ｒｒｉ ＝ｒｒｉ（ｕｉ，θｉ） （１）

ｎｒｉ（ｕｉ，θｉ）＝ ｒｒｉ／ｕｉ×ｒｒｉ／θｉ
｜ｒｒｉ／ｕｉ×ｒｒｉ／θｉ｜

（２）

式中ｕｉ，θｉ分别为齿条沿齿廓方向和长度方向的
齿面参数．

１．２　产形轮齿面方程及小轮第一次修形（齿廓）

产形轮及齿廓修形小轮齿面Σｉ（ｉ＝ｓ，ｐ）由
齿条展成，如图２所示．

Ｓｎ为与机床固联的坐标系，Ｓｉ 为产形轮或
小轮的移动坐标系，ρｉ 为齿轮分度圆半径，φｉ 为
齿轮转角，ρｉφｉ为齿条沿ｘｒｉ方向位移．

图２　产形轮或小轮的展成

Ｆｉｇ．２　Ｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｓｈａｐｅｒ　ｏｒ　ｐｉｏｎｉｏｎ

产形轮及齿廓修形小轮的齿面方程、齿面单
位法矢和啮合方程为

ｒｉ（ｕｉ，θｉ，φｉ）＝Ｍｉｒｉ（φｉ）ｒｒｉ（ｕｉ，θｉ） （３）

ｎｉ（ｕｉ，θｉ）＝Ｌｉｒｉ（φｉ）ｎｒｉ（ｕｉ，θｉ） （４）

ｆ（ｕｉ，φｉ）＝ｕｉ－φｉρｉｓｉｎαｄ＝０ （５）
式中Ｍｉｒｉ（φｉ）为坐标系Ｓｒｉ到Ｓｉ的坐标变换矩阵，

Ｌｉｒｉ（φｉ）为坐标系Ｓｒｉ到Ｓｉ的矢量转化矩阵．

１．３　小轮第二次修形（齿向）

修形刀具沿齿长方向走抛物线轨迹，朝轮齿
两端方向对齿厚进行逐渐减薄修整，能实现小轮
齿向鼓形，如图３所示．Ｓ１ 为小轮坐标系，Ｓｃ 为
辅助坐标系，Ｓ０ 为刀具坐标系．ｌ为抛物线横轴
系数，ｕ为齿向修形抛物线顶点位置参数，ａ为齿
长修形抛物线系数要实现小轮齿长方向鼓形，故
其值取正值．

图３　小轮齿向修形

Ｆｉｇ．３　Ｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｄｏｕｂｌｅ　ｃｒｏｗｎｅｄ

刀具横截面廓形为齿廓修形小轮横截面廓形

（ｚｐ＝０时）

ｒ０（ｕｐ）＝ ［ｒｐｘ（ｕｐ，０）　ｒｐｙ（ｕｐ，０）　０　１］Ｔ

（６）

　　双向修形小轮齿面方程和齿面单位法矢为

ｒ１（ｕｐ，ｌ）＝Ｍ１０（ｌ）ｒ０（ｕｐ） （７）

０３６２
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ｎ１（ｕｐ，ｌ）＝ ｒ１／ｕｐ×ｒ１／ｌ
｜ｒ１／ｕｐ×ｒ１／ｌ｜

（８）

式中Ｍ１０（ｌ）为坐标系Ｓ０ 到Ｓ１ 的坐标变换矩阵．
运用 Ｍａｔｌａｂ编写程序，绘制了双向修形小轮

齿面，如图４所示．小轮双向修形齿面与小轮原渐
开线齿面实现点接触，接触点为Ｐ．

图４　双向修形齿面绘制

Ｆｉｇ．４　Ｓｕｒｆａｃｅ　ｏｆ　ｄｏｕｂｌｅ　ｃｒｏｗｎｅｄ　ｐｉｏｉｏｎ

１．４　面齿轮齿面方程

已知产形轮齿面方程，根据坐标变换和啮合
方程推导出面齿轮齿面方程ｒ２，如图５所示．Ｓｍ，

Ｓｓ和Ｓ２ 分别固联于机床、产形轮和面齿轮，Ｓｐ，

Ｓｂ为辅助坐标系．Ｒｍ 为产形轮在旋转轴方向的

图５　面齿轮的展成

Ｆｉｇ．５　Ｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｆａｃｅ　ｇｅａｒ　ｓｕｒｆａｃｅ

安装距，ｓ和２ 分别为产形轮和面齿轮的转角，

２ ＝ｓＮｓ／Ｎ２，Ｎｓ和Ｎ２ 分别为产形轮和面齿轮
的齿数．
面齿轮齿面方程Σ２ 和齿面单位法矢为

ｒ２（ｕｓ，θｓ，ｓ）＝Ｍ２ｓ（ｓ）ｒｓ（ｕｓ，θｓ）

ｆ２ｓ（ｕｓ，θｓ，ｓ）＝｛ ０
（９）

ｎ２（ｕｓ，θｓ，ｓ）＝Ｌ２ｓ（ｓ）ｎｓ（ｕｓ，θｓ） （１０）
式中Ｍ２ｓ（ｓ）为坐标系Ｓｓ到Ｓ２的坐标变换矩阵，

Ｌ２ｓ（φｉ）为坐标系Ｓｓ到Ｓ２ 的矢量转化矩阵．

２　轮齿接触分析（ＴＣＡ）

建立含安装误差的啮合坐标系，见图６，Ｓ１
和Ｓ２ 分别为小轮和面齿轮的动坐标系，Ｓｆ为固
定坐标系，辅助坐标系Ｓｗ，Ｓｑ和Ｓｅ模拟了面齿轮
副安装误差关系．Ｒｆ为小轮在旋转轴方向的安装
距，′１ 和′２ 分别为小轮和面齿轮啮合时的转角，

ΔＥ为轴交错位移误差，Δｑ为面齿轮副轴向安装
误差，Δｒ为轴交角误差．坐标系Ｓｆ中建立了轮齿
接触分析方程

ｒ（１）ｆ （ｕ１，ｌ，′１）＝ｒ（２）ｆ （ｕｓ，θｓ，′２）

ｎ（１）ｆ （ｕ１，ｌ，′１）＝ｎ（２）ｆ （ｕｓ，θｓ，′２烅
烄

烆 ）
（１１）

其中

ｒ（１）ｆ （ｕ１，ｌ，′１）＝Ｍｆ１（′１）ｒ１（ｕ１，ｌ）

ｒ（２）ｆ （ｕｓ，θｓ，′２）＝Ｍｆ２（′２）ｒ２（ｕｓ，θｓ）

ｎ（１）ｆ （ｕ１，ｌ，′１）＝Ｌｆ１（′１）ｎ１（ｕ１，ｌ）

ｎ（２）ｆ （ｕｓ，θｓ，′２）＝Ｌｆ２（′２）ｎ２（ｕ２，θｓ

烅

烄

烆 ）

（１２）

式中Ｍｆ１和Ｍｆ２分别为Ｓ１和Ｓ２到Ｓｆ的变换矩阵，

Ｌｆ１ 和Ｌｆ２ 分别为Ｓ１ 和Ｓ２ 到Ｓｆ的矢量变换矩阵．

１３６２
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图６　啮合坐标系

Ｆｉｇ．６　Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ　ｓｙｓｔｅｍｓ　ａｐｐｌｉｅｄ　ｆｏｒ

ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｍｅｓｈｉｎｇ

运用 Ｍａｔｌａｂ编写程序，以一定步长′１ 为已知

参数，解非线性方程组［１２－１５］，可求得一系列接触点．

３　算例

设计了３组算例见表１，实例１中表示传统
的面齿轮副，实例２、实例３中则为修形参数不同
的双向修形面齿轮副．

表１　面齿轮副设计参数

Ｔａｂｌｅ　１　Ｄｅｓｉｇｎ　ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

设计参数 实例１ 实例２ 实例３

产形轮齿数Ｎｓ ２５　 ２５　 ２５

小轮齿数Ｎ１ ２２　 ２５　 ２５

面齿轮齿数Ｎ２ ８９　 ８９　 ８９

模数ｍ　 ３　 ３　 ３

法面压力角αｄ／（°） ２０　 ２０　 ２０

轴交角γ／（°） ９０　 ９０　 ９０

面齿轮内半径Ｒ１／ｍｍ　 １２９　 １２９　 １２９

面齿轮外半径Ｒ２／ｍｍ　 １５１　 １５１　 １５１

齿廓修形系数ａ１／ｍｍ－１　 ０ －０．０１ －０．０２

齿向修形系数ａ／ｍｍ－１　 ０　 ０．００５　 ０．００３

由图７可知，实例１中传统面齿轮副传动在
无安装误差情况下，传动误差为０，接触路径近似

垂直大轮根锥且偏向面齿轮内侧，对安装误差较
敏感．

图７　实例１无安装误差时传动误差和接触路径

Ｆｉｇ．７　Ｃｏｎｔａｃｔ　ｐａｔｈ　ａｎｄ　ｄｒｉｖｉｎｇ　ｅｒｒｏｒ　ｒｅｓｕｌｔｓ　ｆｏｒ　ｃａｓｅ　１

ｗｉｔｈ　ｎｏ　ａｓｓｅｍｂｌｙ　ｅｒｒｏｒｓ

由图８和图９可知，小轮双向修形面齿轮副
传动能得到开口向下的非对称抛物线型几何传动

误差，说明小轮齿顶修形量比齿根处大，有利于轮
齿的弯曲强度；面齿轮齿面上接触路径与根锥倾
斜一定角度且基本位于齿面中部．当双向修形抛
物线系数ａ１＝－０．０１ｍｍ－１，ａ＝０．００５ｍｍ－１调整

图８　实例２无安装误差条件ｕ０＝０，ｕ＝０时，

传动误差和接触路径

Ｆｉｇ．８　Ｃｏｎｔａｃｔ　ｐａｔｈ　ａｎｄ　ｄｒｉｖｉｎｇ　ｅｒｒｏ　ｒｅｓｕｌｔｓ　ｆｏｒ

ｃａｓｅ　２ｗｉｔｈ　ｎｏ　ａｓｓｅｍｂｌｙ　ｅｒｒｏｒｓ　ｗｈｅｎ　ｕ０＝０，ｕ＝０
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图９　实例３无安装误差条件下

ｕ０＝０，ｕ＝０时接触路径

Ｆｉｇ．９　Ｃｏｎｔａｃｔ　ｐａｔｈ　ｒｅｓｕｌｔｓ　ｆｏｒ　ｃａｓｅ　３ｗｉｔｈ　ｎｏ　ａｓｓｅｍｂｌｙ
ｅｒｒｏｒｓ　ｗｈｅｎ　ｕ０＝０，ｕ＝０

为ａ１＝－０．０２ｍｍ－１，ａ＝０．００３ｍｍ－１时，面齿轮
接触路径沿齿长方向分布．
由图１０、图１１可知，实例２中，在无安装误

差条件下，当ｕ＝０，小轮齿廓修形抛物线顶点位
置参数ｕ０分别取１ｍｍ和－１ｍｍ时，接触路径沿
大轮齿廓向上或向下移动；当ｕ０＝０，齿向修形抛
物线顶点位置参数ｕ分别取３ｍｍ和－３ｍｍ时，
接触路径沿大轮齿向外侧或内侧移动．

图１０　实例２无安装误差条件下ｕ＝０时，齿廓修形

抛物线顶点位置对接触路径影响

Ｆｉｇ．１０　Ｃｏｎｔｒｏｌ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｐａｔｈ　ｏｆ　ｃｏｎｔａｃｔ　ｆｏｒ　ｕ０ｗｉｔｈ

ｎｏ　ａｓｓｅｍｂｌｙ　ｅｒｒｏｒｓ　ｕｎｄｅｒ　ｕ＝０ｆｏｒ　ｃａｓｅ　２

图１１　实例２无安装误差条件下ｕ０＝０时，齿向修形

抛物线顶点位置对接触路径影响

Ｆｉｇ．１１　Ｃｏｎｔｒｏｌ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｐａｔｈ　ｏｆ　ｃｏｎｔａｃｔ　ｆｏｒ　ｕ　ｗｉｔｈ

ｎｏ　ａｓｓｅｍｂｌｙ　ｅｒｒｏｒｓ　ｕｎｄｅｒ　ｕ０＝０ｆｏｒ　ｃａｓｅ　２

图１２显示，在实例２中，非对准安装条件下，

小轮双向修形面齿轮副接触路径对Δｒ，ΔＥ不敏
感，对Δｑ较敏感，和实例１相比，对误差的敏感
性明显降低．
通过实例２、实例３跟实例１比较可知，大轮

产形轮跟小轮无齿数差时，通过小轮双向修形得
到的点接触面齿轮副啮合性能明显优于传统的通

过齿数差实现的点接触面齿轮副．

图１２　实例２含安装误差时接触路径

Ｆｉｇ．１２　Ｃｏｎｔａｃｔ　ｐａｔｈ　ｗｉｔｈ　ａｓｓｅｍｂｌｙ　ｅｒｒｏｒｓ

ｆｏｒ　ｃａｓｅ　２

４　结　论

通过对面齿轮副的小轮双向修形及ＴＣＡ分
析，可得到以下结论：

１）通过小轮双向修形可得到点接触面齿轮
副，啮合性能明显优于传统的通过齿数差实现的
点接触面齿轮副．
２）能实现对面齿轮副局部共轭啮合特性的
预控．①对小轮双向修形可使面齿轮接触路径与
根锥倾斜成一定角度或沿齿长方向分布，减小了
边缘接触的可能性；②能获得开口向下抛物线传
动误差；③改变双向修形抛物线系数能控制接触
路径在齿面上倾斜程度；改变双向修形抛物线顶
点位置参数能控制接触路径沿齿廓和齿向的移动．
３）具有较好的容差能力．
修形后面齿轮副接触路径对安装误差的容差

能力得到明显改善．
该方法对避免面齿轮副传动的边缘接触，抑

制其啮合振动、噪声具有重要的理论意义．
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